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1. Ââåäåíèå.

1.1. Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìíîæåñòâ.
Îïðåäåëåíèå: Ìíîæåñòâî � àêñèîìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü èíòåð-

ïðåòèðîâàíî êàê íåêîòîðûé íàáîð ýëåìåíòîâ; ïóñòîå ìíîæåñòâî � ìíîæåñòâî, íå ñîäåð-
æàùåå ýëåìåíòîâ. x ∈ A îáîçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A.

Îïðåäåëåíèå:Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì À(A ⊆ B), åñëè ∀ x ∈ B x ∈
A; î÷åâèäíî, ÷òî ∀ A ∅ ⊆ A. Ìíîæåñòâà À è Â ðàâíû, åñëè A ⊆ B è B ⊆ A.

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè:
1) Îáúåäèíåíèå � A

⋃
B = {x | x ∈ A

∨
x ∈ B} (ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó

èç ìíîæåñòâ);
⋃

α∈A

Aα - ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ âñåõ Aα(α ∈ A).
2) Ïåðåñå÷åíèå � A

⋂
B = {x | x ∈ A, x ∈ B}; ⋂

α∈A

Aα = {x | x ∈ Aα ∀ α ∈ A}.
3) Ðàçíîñòü � A\B = {x | x ∈ A, x 6∈ B}.
4) Äîïîëíåíèå � A = {x | x 6∈ A}.
Çàìå÷àíèå: Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíëèçå ÷åðòà íàä áóêâîé, îáîçíà÷àþùåé ìíîæåñòâî,

îáû÷íî ñèìâîëèçèðóåò çàìûêàíèå A (òî åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà ñî ñâîåé ãðàíèöåé);
òåì íå ìåíåå, â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ýòèì çíàêîì îáîçíà÷àþò äîïîëíåíèå A.

Òåîðåìà 1 (çàêîíû Ìîðãàíà):
⋃

α∈A

Aα =
⋂

α∈A

Aα;
⋂

α∈A

Aα =
⋃

α∈A

Aα

4 ∀ x ∈ ⋃
α∈A

Aα x 6∈ Aα ∀ α ∈ A ⇒ ∀ α ∈ A x 6∈ Aα ⇒ x ∈ ⋂
α∈A

Aα ⇒
⋃

α∈A

Aα ⊆
⋂

α∈A

Aα. ∀ x ∈
⋂

α∈A

Aα x ∈ Aα ∀ α ∈ A ⇒ ∀ α ∈ A x 6∈ Aα ⇒ x 6∈ ⋃
α∈A

Aα ⇒ x ∈ ⋃
α∈A

Aα ⇒ ⋂
α∈A

Aα ⊆
⋃

α∈A

Aα. Òàêèì îáðàçîì,
⋃

α∈A

Aα =
⋂

α∈A

Aα. Âòîðîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. ¥

Îïðåäåëåíèå: îòîáðàæåíèåì f ìíîæåñòâà A íà B íàçûâàåòñÿ ñîïîñòàâëåíèå êàæäî-
ìó ýëåìåíòó a ∈ A îäíîãî ýëåìåíòà b ∈ B, íàçûâàåìîãî îáðàçîì a : f(a) = b. Âñÿêèé ýëå-
ìåíò a ∈ A : f(a) = b íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì b â A. Åñëè C ⊆ A, òî f(C) = {f(a), a ∈ C}
íàçûâàåòñÿ îáðàçîì C â B; åñëè D ⊆ B, òî f−1(D) = {a ∈ A : f(a) ∈ D} íàçûâàåòñÿ
ïîëíûì ïðîîáðàçîì D â A.

Îïðåäåëåíèå: Ìíîæåñòâà A è B ýêâèâàëåíòíû(ðàâíîìîùíû), åñëè âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå îòîáðàæåíèå A íà B (òî åñòü êàæäîìó a ∈ A ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå b ∈ B :
b = f(a) è ∀ b ∃! a = f−1(b)). Òàêèì îáðàçîì, âñå ìíîæåñòâà ìîãóò ðàçáèòû íà êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè (òî åñòü êëàññû îäèíàêîâîé ìîùíîñòè).

Îïðåäåëåíèå: Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, åñëè îíî ýêâèâàëåíòíî êàêîìó-
ëèáî ñâîåìó íåòðèâèàëüíîìó (òî åñòü íå ñîâïàäàþùåìó ñ A) ïîäìíîæåñòâó è êîíå÷íûì â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ìîùíîñòü (A) ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì, õàðàêòåðèçóþùèì òîò èëè èíîé êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè; äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ìîùíîñòü ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Äëÿ
áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ìîùíîñòü õàðàêòåðèçóåò òèï ìíîæåñòâà; íàïðèìåð, âñå ìíîæåñòâà,
ýêâèâàëåíòíûå N, íàçûâàþò ñ÷¼òíûìè, à ìíîæåñòâà, ýêâèâàëåíòíûå [0,1] - êîíòèíóàëüíû-
ìè. Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü (ñì. ìàò. àíàëèç, 1.1.2), ÷òî êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå îáúåäèíåíèå
ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ ñ÷¼òíî, à R êîíòèíóàëüíî.

Îïðåäåëåíèå: Ìîùíîñòè ìíîæåñòâ A è B ñîâïàäàþò(A = B), åñëè À è Â ýêâèâà-
ëåíòíû è A < B, åñëè A ýêâèâàëåíòíî êàêîìó-ëèáî íåòðèâèàëüíîìó ïîäìíîæåñòâó B.

Îïðåäåëåíèå: 2A = {C | C ⊆ A} íàçûâàåòñÿ áóëåàíîì (ìíîæåñòâîì âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ) A. Åñëè A êîíå÷íî (A = n ∈ N), òî 2A = 2n (÷èñëî ïîäìíîæåñòâ A îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ÷èñëî äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n, â êîòîðûõ 1 ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ ýëåìåíòà â
ïîäìíîæåñòâå - ñì. 1.2).
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Îïðåäåëåíèå: Ω � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî; F � íàáîð ïîäìíîæåñòâ Ω �
íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé, åñëè ∀ A, B ∈ F A ∈ F, A

⋃
B ∈ F. F íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé, åñëè

∀ A1, . . . An, . . . ∈ F Ai ∈ F ∀ i ∈ N,
⋃

n∈N
An ∈ F.

Çàìå÷àíèå: èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò ðÿä ñâîéñòâ àëãåáð è σ-àëãåáð; åñëè F - àëãåáðà,
òî ∀ A, B ∈ F A

⋂
B = A

⋃
B ∈ F, Ω = A

⋃
A ∈ F, ∅ = A

⋂
A ∈ F. Åñëè F - σ-àëãåáðà,

òî, ïî òåîðåìå 1,
⋂

n∈N
An =

⋃
n∈N

An ∈ F. Ïîýòîìó ∅ = A1

⋂
A1

⋂
A1

⋂
. . . ∈ F ⇒ A

⋃
B =

A
⋃

B
⋃
∅

⋃
. . . ∈ F ⇒ Ω = A

⋃
A ∈ F.

1.2. Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç êîìáèíàòîðèêè.
Êîìáèíàòîðèêà - ðàçäåë ìàòåìàòèêè, çàíèìàþùèéñÿ ïîäñ÷¼òîì ÷èñëà êîìáèíàöèé ýëå-

ìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, ñîñòàâëåííûõ ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ.
Îïðåäåëåíèå Ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ îáú¼ìà n íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå êîíå÷-

íîå ìíîæåñòâî E = {a1, . . . an}; âûáîðêîé èõ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáú¼ìà r íàçûâà-
åòñÿ ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî E: A = {ai1 , . . . air}.

Òåîðåìà 1 (Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ): åñëè åñòü N1 ñïîñîáîâ âûïîëíèòü äåéñòâèå 1, à çàòåì
N2 ñïîñîáîâ âûïîëíèòü äåéñòâèå 2, òî åñòü N1N2 ñïîñîáîâ âûïîëíèòü 1 è 2 ïîñëåäîâàòåëü-
íî.

Òåîðåìà 2 (Ïðàâèëî ñëîæåíèÿ): åñëè åñòü N1 ñïîñîáîâ âûïîëíèòü äåéñòâèå 1 è N2

ñïîñîáîâ âûïîëíèòü äåéñòâèå 2, òî åñòü N1 + N2 ñïîñîáîâ âûïîëíèòü îäíî èç äåéñòâèé - 1
èëè 2.

4 Äàííûå óòâåðæäåíèÿ âïîëíå î÷åâèäíû, ïîýòîìó èõ äîêàçàòåëüñòâà íå ïðèâîäÿòñÿ.
Îïðåäåëåíèå âûáîðêà íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé, åñëè èìååò çíà÷åíèå ïîðÿäîê å¼

ýëåìåíòîâ, è íåóïîðÿäî÷åííîé â îáðàòíîì ñëó÷àå. Âûáîðêà ïðîâîäèòñÿ áåç âîçâðàùåíèÿ,
åñëè êàæäûé ýëåìåíò ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè âõîäèò â íå¼ íå áîëåå îäíîãî ðàçà, è ñ
âîçâðàùåíèåì â îáðàòíîì ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå Äâîè÷íûé âåêòîð äëèíû n - âåêòîð äëèíû n, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ íóëè è åäèíèöû.

Ïîäñ÷¼ò ÷èñëà âûáîðîê (N) îáú¼ìà r èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáú¼ìà
n:

Âûáîðêè Óïîðÿäî÷åííûå Íåóïîðÿäî÷åííûå
Ñ âîçâðàùåíèåì nr Cr

n+r−1

Áåç âîçâðàùåíèÿ Ar
n Cr

n

1) Óïîðÿäî÷åííûå, ñ âîçâðàùåíèåì: â âûáîðêå íà êàæäîì ìåñòå ìîæåò íàõîäèòüñÿ îäèí
èç n ýëåìåíòîâ, ïîýòîìó, ïî ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, N = n · . . . · n = nr. Â ÷àñòíîñòè, èìååòñÿ
2n äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n.

2) Óïîðÿäî÷åííûå, áåç âîçâðàùåíèÿ: íà ïåðâîì ìåñòå âûáîðêè ìîæåò íàõîäèòüñÿ îäèí
èç n ýëåìåíòîâ, íà âòîðîì � îäèí èç N − 1 ýëåìåíòîâ, è òàê äàëåå. N = n(n− 1) · . . . · (n−
r + 1) = n!

r!
= Ar

n � ÷èñëî ðàçìåùåíèé.
3) Íåóïîðÿäî÷åííûå, áåç âîçâðàùåíèÿ: ðàçìåùåíèÿ èç n ïî r ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ

(â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà) r! ñïîñîáàìè (íà ïåðâîì ìåñòå - ëþáîé èç r ýëåìåíòîâ, íà
âòîðîì � ëþáîé èç r − 1 ýëåìåíòîâ è òàê äàëåå), ïîýòîìó N = Ar

n

r!
= n!

r!·(n−r)!
= Cr

n � ÷èñëî
ñî÷åòàíèé.

4) Íåóïîðÿäî÷åííûå, ñ âîçâðàùåíèåì: ñîïîñòàâèì êàæäîé âûáîðêå äâîè÷íûé âåêòîð, â
êîòîðûé âõîäÿò åäèíèöû ïî ÷èñëó ðàç, êîòîðîå ýëåìåíò äàííîãî òèïà âõîäèò â âûáîðêó,
è íóëè, ðàçäåëÿþùèå ýëåìåíòû (íàïðèìåð, åñëè E = {a1, a2, a3} è A = {a1, a2, a1, a1}, òî
âåêòîð èìååò âèä (111010)). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì äâîè÷íûé âåêòîð äëèíû n + r − 1,
ñîäåðæàùèé r åäèíèö; âñåãî ñóùåñòâóåò N = Cr

n+r−1 òàêèõ âåêòîðîâ.
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Ïîäñ÷¼ò ÷èñëà (N) ðàçìåùåíèé n ÷àñòèö ïî r ÿ÷åéêàì:
×àñòèöû Ðàçëè÷èìûå Íåðàçëè÷èìûå

Ñ çàïðåòîì n!
n1!·...·nr!

Cr−1
n−1

Áåç çàïðåòà rn Cr−1
n+r−1

1) Ðàçëè÷èìûå ÷àñòèöû, áåç çàïðåòà: â êàæäîå ìåñòî êàæäîé ÿ÷åéêè ìîæåò ïîïàñòü
ëþáàÿ èç r ÷àñòèö, ïîýòîìó N = rn.

2) Ðàçëè÷èìûå ÷àñòèöû, ñ çàïðåòîì (â i-óþ ÿ÷åéêó ïîïàäàåò ni ýëåìåíòîâ,
r∑

i=1

ni = n):
â ïåðâóþ ÿ÷åéêó ìîãóò ïîïàñòü n1 èç n ýëåìåíòîâ, âî âòîðóþ n2 èç n−n1 ýëåìåíòîâ, è òàê
äàëåå. Ïîýòîìó N = Cn1

n Cn2
n−n1

·. . .·Cnr
n−n1−...−nr−1

= n!
(n−n1)!n1!

· (n−n1)!
(n−n1−n2)!n2!

·. . .· (n−n1−...−nr−1)!
0!nr!

=
n!

n1!·...·nr!
.

3) Íåðàçëè÷èìûå ÷àñòèöû, áåç çàïðåòà: ñîïîñòàâèì êàæäîìó ðàçìåùåùíèþ äâîè÷íûé
âåêòîð, ñîäåðæàùèé åäèíèöû ïî ÷èñëó ÷àñòèö â òîé èëè èíîé ÿ÷åéêå è íóëè êàê "ðàçäå-
ëèòåëè" ìåæäó ÿ÷åéêàìè. Òàê ïîëó÷èòñÿ äâîè÷íûé âåêòîð äëèíû n + r − 1, ñîäåðæàùèé
n åäèíèö, òî åñòü N = Cn

n+r−1 = Cr−1
n+r−1.

4) Íåðàçëè÷èìûå ÷àñòèöû, ñ çàïðåòîì (íè îäíà ÿ÷åéêà íå îñòà¼òñÿ ïóñòîé): ïðîâîäèì
ïîñòðîåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, óìåíüøàÿ ÷èñëî åäèíèö íà r (â êàæäîé
ÿ÷åéêå îáÿçàòåëüíî åñòü õîòÿ áû îäíà ÷àñòèöà); ïîýòîìó N = Cn−r

n−1 = Cr−1
n−1.
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2. Àêñèîìàòèêà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è å¼ ïðîñòåéøèå
ïðèìåíåíèÿ.

2.1. Àêñèîìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
Îïðåäåëåíèå Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå � ñîáûòèå, êîòîðîå ìîæåò ïðîèçîéòè ñ ðàçëè÷íû-

ìè, âçàèìíî èñêëþ÷àþùèìè èñõîäàìè; â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òå
ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíà ïîâòîðÿåìîñòü, à òàêæå íàáëþäàåòñÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ÷àñòîò (÷àñòîòà � îòíîøåíèå ÷èñëà âûïàäåíèé òîãî èëè èíîãî
èñõîäà ê îáùåìó ÷èñëó èñïûòàíèé). Ïîäîáíûå ñîáûòèÿ íàçûâàþò ñòîõàñòè÷åñêèìè.

Îïðåäåëåíèå Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω ÿâëÿåòñÿ àêñèîìàòè÷åñêèì ïî-
íÿòèåì è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñèìâîëèçèðóþò òîò
èëè èíîé èñõîä ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà. Ýëåìåíòû Ω íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñî-
áûòèÿìè, à ïîäìíîæåñòâà Ω � ñîáûòèÿìè.

Îïðåäåëåíèå A,B � ñîáûòèÿ; ñóììîé ñîáûòèé (A + B) íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, ñîñòî-
ÿùåå â òîì, ÷òî îäíî èç ñîáûòèé � A èëè B � ïðîèçîøëî. Ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé (AB)
íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïðîèçîøëè îáà ñîáûòèÿ � è A è B. Ðàçíîñòüþ
ñîáûòèé (A\B) íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî A ïðîèçîøëî, à B � íåò. Ñî-
áûòèåì, îáðàòíûì ê A (A) íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî A íå ïðîèçîøëî.
Î÷åâèäíî, A + B = A

⋃
B, AB = A

⋂
B.

Îïðåäåëåíèå F � σ-àëãåáðà ñîáûòèé. P :F −→ R íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé (èëè
ïðîñòî âåðîÿòíîñòüþ), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (àêñèîìû âåðîÿòíî-
ñòè): ∀ Ai ∈ F (i ∈ N)

1) P (Ai) ≥ 0,
2) P (Ω) = 1,

3) Åñëè AiAj = ∅ ∀ i, j ∈ N (i 6= j), òî P

( ∞∑
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P (Ai) (çäåñü
∑

ïîíèìàåòñÿ êàê
÷èñëîâîé ðÿä, ñõîÿäùèéñÿ àáñîëþòíî).

Îïðåäåëåíèå Âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ íàáîð (Ω,F, P ), îïèñûâà-
þùèé äàííîå ñëó÷àéíîå ñîáûòèå.

Çàìå÷àíèå: Òðåòüÿ àêñèîìà âåðîÿòíîñòè (àêñèîìà σ-àääèòèâíîñòè) ìîæåò áûòü çà-
ìåíåíà íà äâå � àêñèîìû êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè è íåïðåðûâíîñòè: ∀ A,B ∈ F: AB =
∅ P (A + B) = P (A) + P (B); ∀ A1, . . . An, . . . ∈ F: A1 ⊇ A2 ⊇ . . . ⊇ An ⊇ . . . ,

∏
n∈N

An =

∅ lim
n→∞

P (An) = 0.

4 ⇒. Ïóñòü A1 ⊇ . . . ⊇ An ⊇ . . . ,
∏
n∈N

An = ∅. An =
∞∑

k=n

AkAk+1 +
∞∏

k=n

Ak; òîãäà, ïî

àêñèîìå σ-àääèòèâíîñòè, P (An) =
∞∑

k=n

P
(
AkAk+1

)
+P

( ∞∏
k=n

Ak

)
=

∞∑
k=n

P
(
AkAk+1

) → 0, n →

∞ (êàê îñòàòîê ñõîÿäùåãîñÿ ðÿäà
∞∑

k=1

P
(
AkAk+1

)
= P (A1)).

⇐. Ïóñòü A1, . . . An, . . . ∈ F; AiAj = ∅ ∀ i, j ∈ N (i 6= j); A =
∞∑

n=1

An, Bn =
∞∑

k=n

Ak ⇒
Bn+1 ⊆ Bn. Åñëè íàñòóïèëî Bn, òî íàñòóïèëî òîëüêî îäíî èç Ak(k ≥ n) − Am, òî åñòü
∀ l > m Al íå íàñòóïèëî⇒ P

( ∞∏
k=m+1

)
= 0 ⇒ P (Bn) → 0, n →∞; íî P (A) =

n∑
k=1

Ak +Bn+1,

ïîýòîìó, â ïðåäåëå ïðè n →∞, P (A) = P

( ∞∑
k=1

)
=

∞∑
k=1

P (Ak). ¥

Òåîðåìà 1 (ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè): ∀ A,B ∈ F

1) B ⊆ A ⇒ P (B) ≤ P (A), P (A\B) = P (A)− P (B);
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2) 0 ≤ P (A) ≤ 1;
3) P (A) = 1− P (A);
4) P (A + B) = P (A) + P (B)− P (AB).
4 1) A = AB + B, (AB)B = ∅⇒ P (A) = P (AB) + P (B) ⇒ P (A) ≥ P (B).

2) ∀ A ∈ F A ⊆ Ω ⇒ P (A) ≤ P (Ω) = 1.
3) A + A = Ω ⇒ P (A) + P (A) = P (Ω) = 1.
4) A+B = AB +BA+AB ⇒ P (A+B) = P (A)−P (AB)+P (B)−P (AB)+P (AB) =

P (A) + P (B)− P (AB). ¥
Çàìå÷àíèå: äàííûå àêñèîìû áûëè ââåäåíû À. Í. Êîëìîãîðîâûì (ïîýòîìó èõ ÷àñòî

íàçûâàþò àêñèîìàìè Êîëìîãîðîâà); ñèñòåìà ýòèõ àêñèîì íåïðîòèâîðå÷èâà (òî åñòü ñóùå-
ñòâóþò ôóíêöèè, åé óäîâëåòâîðÿþùèå) è íåïîëíà (òî åñòü íå çàäà¼ò âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó
îäíîçíà÷íî).

2.2. Âåðîÿòíîñòü â äèñêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.
Îïðåäåëåíèå: ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ äèñêðåòíî, åñëè îíî êîíå÷íî èëè

ñ÷¼òíî; â ýòîì ñëó÷àå F âûáèðàåòñÿ êàê 2Ω.
Îïðåäåëåíèå: Ω � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ; òîãäà P : Ω → R

íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé (âåðîÿòíîñòüþ), åñëè ∀ ω ∈ Ω P (ω) ≥ 0,
∑
ω∈Ω

P (ω) = 1.
Â ýòîì ñëó÷àå ∀ A ∈ F P (A) =

∑
ω∈A

P (ω) (âñå
∑

ïîíèìàþòñÿ êàê êîíå÷íûå ñóììû èëè
ñõîäÿùèåñÿ ÷èñëîâûå ðÿäû).

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà ñëîæåíèÿ): Ω � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ;
∀ A,B ∈ F: AB = ∅ P (A + B) = P (A) + P (B).

4 P (A + B) =
∑

ω∈A+B

P (ω) =
∑
ω∈A

P (ω) +
∑

ω∈B

P (ω) = P (A) + P (B). ¥

Ñëåäñòâèå: ∀ A,B ∈ F P (A + B) = P (A) + P (B)− P (AB); P (A + B) ≤ P (A) + P (B).
4 A+B = AB +BA+AB ⇒ P (A+B) =

∑
ω∈B, ω 6∈A

P (ω)+
∑

ω∈A, ω 6∈B

P (ω)+
∑

ω∈A, ω∈B

P (ω) =
∑
ω∈A

P (ω) +
∑

ω∈B

P (ω) − ∑
ω∈A, ω∈B

P (ω) = P (A) + P (B) − P (AB). Ðÿäû ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî,

ïîýòîìó ïåðåñòàíîâêè íå èçìåíÿþò èõ ñóììû. ¥
Òåîðåìà 2 (îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà ñëîæåíèÿ): Ω � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåí-

òàðíûõ èñõîäîâ;∀ A1, . . . An ∈ F: AiAj = ∅ ∀ i, j = 1, n (i 6= j). P

(
n∑

k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

P (Ak).

Ñëåäñòâèå: ∀ A1, . . . An ∈ F P

(
n∑

k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

P (Ak) −
∑

1≤i1<i2≤n

P (Ai1Ai2) +

+
∑

1≤i1<i2<i3≤n

P (Ai1Ai2Ai3)− . . . + (−1)nP (A1 . . . An); P

(
n∑

k=1

Ak

)
≤

n∑
k=1

P (Ak).

4 Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 1.
Òåîðåìà 3 (σ-àääèòèâíîñòè): Ω � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ;

∀ A1, . . . An, . . . ∈ F: AiAj = ∅ ∀ i, j = 1, n (i 6= j) P

( ∞∑
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

P (Ak).

4 P

( ∞∑
k=1

Ak

)
=

∑
ω∈Ai

P (ω) =
∞∑

k=1

P (Ak) (i ∈ N). Äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ, òàê êàê ëþáàÿ åãî

÷àñòè÷íàÿ ñóììà îãðàíè÷åíà ñâåðõó
∑
ω∈Ω

P (ω) = 1. ¥

2.3. Ïðèìåðû çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòè.
Îïðåäåëåíèå: Ω � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè n; òîãäà ∀ A ⊆ Ω P (A) = A

n
�

êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.
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Îïåðåäëåíèå: Ω � èçìåðèìàÿ ïî Æîðäàíó îáëàñòü Rn; äëÿ ëþáîãî A � èçìåðèìîãî
ïî Æîðäàíó ïîäìíîæåñòâà Ω � P (A) = µ(A)

µ(Ω)
: ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü.

Çàìå÷àíèå: î÷åâèäíî, ÷òî âûáîð âåðîÿòíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ñõåì èìååò ñìûñë
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ðàâíîâåðîÿòíû.

Ïðèìåð (ïàðàäîêñ Áåðòðàíà): òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ õîðäà, ïðî-
âåä¼ííàÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì â îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ïðåâûñèò ïî äëèíå
ñòîðîíó âïèñàííîãî â ýòó îêðóæíîñòü ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà (òî åñòü ïðåâûñèò

√
3).

Â äàííîì ñëó÷àå åñòü òðè ñïîñîáà ïîäñ÷¼òà ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè:
1) Ïðîâåä¼ì äèàìåòð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê õîðäå, è ïîäñ÷èòàåì âåðîÿò-

íîñòü, êàê îòíîøåíèå äëèíû "öåíòðàëüíîãî ó÷àñòêà"(òîãî, ÷åðåç êîòîðûé
ïðîõîäÿò õîðäû äëèííåå

√
3) ê öåëîìó äèàìåòðó. P =

1
2
+ 1

2

2
= 1

2
.

2) Îöåíèì óãîë ìåæäó õîðäîé è êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè � õîðäà
áîëüøå

√
3, åñëè óãîë ïðåâûøàåò ñîîòâåòñòâóþùèé óãîë äëÿ ïðàâèëüíîãî

òðåóãîëüíèêà (òî åñòü 600). Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé èñõîä ðåàëèçóåòñÿ â
ñëó÷àå ïîïàäàíèÿ âåëè÷èíû óãëà â èíòåðâàë îò 600 äî 1200 : P = 120−60

180−0
= 1

3
.

3) Õîðäà ïðåâûñèò ïî äëèíå ñòîðîíó ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè
îíà ïåðåñå÷¼ò îêðóæíîñòü, âïèñàííóþ â ýòîò òðåóãîëüíèê, òî åñòü âåðî-
ÿòíîñòü ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê îòíîøåíèå ïëîùàäåé âïèñàííîé è îïèñàííîé
îêðóæíîñòåé: P =

π( 1
2)

2

π12 = 1
4
.

Òàêèì îáðàçîì, âûáîð ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè íåîäíîçíà÷åí.

2.4. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü.
Îïðåäåëåíèå: A,B ∈ F, P (B) > 0; òîãäà óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ

ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè B íàçûâàåòñÿ PB(A) = P (A|B) = P (AB)
P (B)

.
Òåîðåìà 1 (òåîðåìà óìíîæåíèÿ): A,B ∈ F; P (A), P (B) > 0; òîãäà P (AB) = P (A|B) ·

P (B) = P (B|A)P (A).
4 Íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè.
Ñëåäñòâèå (Îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà óìíîæåíèÿ): A1, . . . An ∈ F; ∀ k = 2, n− 1 P (A1 . . . Ak)

> 0; òîãäà P (A1 . . . An) = P (A1)P (A2|A1) · . . . · P (An|A1 . . . An−1).
4 Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè, èñõîäÿ èç òåîðåìû.
Îïðåäåëåíèå: A,B ∈ F; ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, åñëè P (AB) = P (A)P (B). Î÷å-

âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå P (A), P (B) > 0 ýòî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî P (A|B) = P (A), P (B|A)
= P (B).

Îïðåäåëåíèå: A1, . . . An ∈ F (n ≥ 3); ñîáûòèÿ A1, . . . An íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè,
åñëè ∀ k ∈ N, i1, . . . ik : 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n P (Ai1 . . . Aik) = P (Ai1) . . . P (Aik).

Çàìå÷àíèå: äàííîå îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ øèðå ðå-
àëüíîé íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé, ïîýòîìó èíîãäà âîïðîñ î íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé ðåøàþò
íå ìàòåìàòè÷åñêè, à ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà.

Ïðèìåð (Áåðíøòåéíà): ïîïàðíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé íå îáÿçàòåëüíî îçíà÷àåò èõ
íåçàâèñèìîñòü â ñîâîêóïíîñòè; ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé òåòðàýäð, òðè ãðàíè êîòîðîãî
îêðàøåíû, ñîîòâåòñòâåííî, â êðàñíûé, çåë¼íûé è ñèíèé öâåòà, à ÷åòâ¼ðòàÿ � âî âñå òðè
öâåòà îäíîâðåìåííî (íàïðèìåð, ãðàíü ðàçáèòà íà òðè ÷àñòè, îêðàøåííûå â ðàçíûå öâåòà).
Ñîáûòèå 1 çàêëþ÷àåòñÿ â âûïàäåíèè ãðàíè, íà êîòîðîé èìååòñÿ êðàñíûé öâåò, ñîáûòèå 2
� çåë¼íûé öâåò, ñîáûòèå 3 � ñèíèé öâåò. Òîãäà, ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ âå-
ðîÿòíîñòè, P1 = P2 = P3 = 2

4
= 1

2
, P12 = P13 = P23 = 1

4
= P1P2, îäíàêî P123 = 1

4
6= P1P2P3.

Îïðåäåëåíèå: H1, . . . Hn ∈ Ω îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé, åñëè
n⋃

i=1

Hi = Ω; Hi 6=
∅ HiHj = ∅ ∀ i, j = 1, n : i 6= j.
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Òåîðåìà 2 (ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè): H1, . . . Hn � ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé; òîãäà
∀ A ∈ F P (A) =

n∑
i=1

P (A|Hi)P (Hi).

4 A = AΩ = A(H1

⋃
. . .

⋃
Hn) = AH1

⋃
. . .

⋃
AHn ⇒ (AHi

⋂
AHj 6= ∅ ∀ i, j = 1, n : i 6=

j) P (A) =
n∑

i=1

P (AHi) = (òåîðåìà 1) =
n∑

i=1

P (A|Hi)P (Hi). ¥

Çàìå÷àíèå: òåîðåìà âåðíà òàêæå äëÿ ñëó÷àåâ Ω =
∞⋃
i=1

Hn, à òàêæå â ñëó÷àå A ⊆
(H1

⋃
. . .

⋃
Hn) ⊂ Ω.

Òåîðåìà 3 (ôîðìóëà Áàéåñà): H1, . . . Hn � ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé; òîãäà ∀ A ∈ F,∀ k ∈
N P (Hk|A) =

P (AHk)

P (A)
=

P (A|Hk)P (Hk)
n∑

i=1

P (A|Hi)P (Hi)
.

4 Ôîðìóëà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåì 1 è 2.

2.5. Ñõåìà Áåðíóëëè.
Îïðåäåëåíèå: ñõåìîé Áåðíóëëè íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäèíàêîâûõ íåçàâè-

ñèìûõ èñïûòàíèé, èìåþùèõ 2 âîçìîæíûõ íåñîâìåñòûíõ èñõîäà, äîñòèãàåìûõ ñ âåðîÿòíî-
ñòÿìè p è q = 1− p.

Îïðåäåëåíèå: ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìîé íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäèíàêîâûõ
íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, èìåþùèõ m íåñîâìåñòíûõ èñõîäîâ, äîñòèãàåìûõ ñ âåðîÿòíîñòÿ-
ìè p1, . . . pm. Î÷åâèäíî, ÷òî ñõåìà Áåðíóëëè ÿâëÿåòñÿ áèíîìèàëüíîé � ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìû. Ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñõå-
ìû ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ äëèíû n (÷èñëî èñïûòàíèé), êîìïîíåíòàìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî m.

Òåîðåìà 1: åñëè µn - ÷èñëî óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè, ñîñòîÿùåé èç n èñïûòàíèé, òî
Pn(m) = P{µn = m} = Cm

n pmqn−m.
4 ×èñëî óñïåõîâ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì åäèíèö â äâîè÷íîì âåêòîðå äëèíû n, îïèñûâà-

þùåì äàííûé ðåçóëüòàò; âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ m åäèíèö ðàâíà âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ m
åäèíèö è n−m íóëåé, óìíîæåííîé íà ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî m. ¥

Ñëåäñòâèå: åñëè µi � ÷èñëî âûïàäåíèé i-ãî èñõîäà â ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìå, ñîñòîÿùåé
èç n èñïûòàíèé, òî P{µ1 = n1, . . . µm = nm} = n!

n1!...nm!
pn1

1 . . . pnm
m .

4 Âåðîÿòíîñòü ðàâíà ÷èñëó ñîîòâåòñòâóþùèõ ñî÷åòàíèé (n1 åäèíèö, n2 äâîåê, . . . nm

÷èñåë m � ñì. 1.2), óìíîæåííîìó íà âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ni ðàç i-ãî èñõîäà.
Òåîðåìà 2 (Ïóàññîíà): pn � âåðîÿòíîñòü óñïåõà â ñõåìå Áåðíóëëè, ñîñòîÿùåé èç n

èñïûòàíèé; λn = npn, pn → 0, λn → λ > 0, n →∞; òîãäà ∀ m = 0, n Pn(m) → λme−λ

m!
, n →

∞.
4 Pn(m) = Cm

n pmqn−m = Cm
n

(
λn

n

)m · (1− λn

n

)n−m
= n(n−1)...(n−m+1)

m!

(
λn

n

)m · (1− λn

n

)n−m ⇒

lim
n→∞

Pn(m) =
λm

m!
· lim
n→∞

n(n− 1) . . . (n−m + 1)

nm
·
(
1− λn

n

)n

(
1− λn

n

)m =
λm

m!
·1· lim

n→∞
exp

(
n

(
1− λn

n

))
=

λm

m!
· lim

n→∞
exp(−λn) =

λme−λ

m!
. ¥

Çàìå÷àíèå: ýòà òåîðåìà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ
÷èñëà óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè; ïðè áîëüøèõ n è ìàëûõ p Pn(m) =

(np)me−np

m!
, ïðè÷¼ì

∣∣∣∣Cm
n pmqn−m − (np)me−np

m!

∣∣∣∣ ≤ np2.

8



Òåîðåìà 3 (ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà � áåç äîêàçàòåëüñòâà): pn

� âåðîÿòíîñòü óñïåõà â ñõåìå Áåðíóëëè, ñîñòîÿùåé èç n èñïûòàíèé; pn = p = const; xnm =
m− np√

npq
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî n ïðè m ∈ B; òîãäà

Pn(m)
m∈B

⇒
n→∞

1√
2πnpq

· exp

(
−(m− np)2

2npq

)
.

Çàìå÷àíèå: ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû ìîæåò áûòü òàêæå óêàçàíà àñèìïîòîòèêà ñõîäèìî-
ñòè

Pn(m) =
1√

2πnpq
· exp

(
−(m− np)2

2npq

)(
1 + O

(
1√
n

))
.

Òåîðåìà 4 (èíòåãðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà � áåç äîêàçàòåëüñòâà):

∀ A,B ∈ R P

{
a ≤ µn − np√

npq
≤ b

}
a,b

⇒
n→∞

1√
2π

·
b∫

a

e−
u2

2 du.

Ñëåäñòâèå:

P {m1 ≤ µn ≤ m2} ' 1√
2π

xm2∫

xm1

e−
u2

2 du = Φ (xm2)− Φ (xm1) ,

ãäå xmi
= mi−np√

npq
(i = 1, 2); Φ(x) = 1√

2π

x∫
−∞

e−
u2

2 du � òàáëè÷íàÿ âåëè÷èíà.
Çàìå÷àíèå: äëÿ ïðèáëèæ¼ííûõ âû÷èñëåíèé ïðè np ≤ 20 èñïîëüçóþò òåîðåìó Ïóàñ-

ñîíà è èíòåãðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó Ìóàâðà-Ëàïëàñà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ np.
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3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

3.1. Îäíîìåðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ ðàñïðåäåëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå: áîðåëåâñêîé àëãåáðîé B(R) ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ íàáîð ìíî-

æåñòâ, ïîëó÷åííûõ ïðèìåíåíèåì êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ÷èñëî ðàç òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ
îïåðàöèé ê íàáîðó {(−∞, x}x∈R; ýëåìåíòû òàêîé àëãåáðû íàçûâàþòñÿ áîðåëåâñêèìè ìíî-
æåñòâàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî B(R) ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ B(Rn).

Çàìå÷àíèå: áîðåëåâñêàÿ àëãåáðà B(R) ìîæåò áûòü ïîðîæäåíà ðàçëè÷íûìè ÷èñëîâû-
ìè ìíîæåñòâàìè � (−∞, x], [x1, x2), (x1, x2), (x1, x2], (x, +∞), [x, +∞).

Îïðåäåëåíèå: ξ : Ω → R � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, åñëè
1) ∀ x ∈ R ξ−1 ((−∞, x)) ∈ F; ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ

Fξ(x) = P{ξ < x} = P (ξ−1(−∞, x)) .
2) ∀ B ∈ B(R) ξ−1(B) ∈ F; òîãäà P{ξ ∈ B} = P (ξ−1(B)) � ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíî-

ñòåé.
Òåîðåìà 1 (áåç äîêàçàòåëüñòâà): ôóíêöèÿ Fξ(x) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âñå çíà÷åíèÿ

P{ξ ∈ B}, òî åñòü ñôîðìóëèðîâàííûå îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ýêâèâàëåíòíû.
Òåîðåìà 2 (ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ): ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà; F (x) = Fξ(x),

òîãäà
1) ∀ x1, x2 ∈ R : x1 < x2 F (x1) ≤ F (x2);
2) lim

x→−∞
F (x) = 0, lim

x→+∞
F (x) = 1;

3) ∀ x0 ∈ R lim
x→x0−0

F (x) = F (x0);
4) F (x) èìååò êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà.
4 1) (−∞, x1) ⊂ (−∞, x2) ξ−1 ((−∞, x1)) ⊂ ξ−1 ((−∞, x2)) ⇒ P{ξ < x1} ≤ P{ξ <

x2} ⇒ F (x1) ≤ F (x2).
2) (−∞,−1) ⊃ (−∞,−2) ⊃ . . . ⊃ (−∞,−n) ⊃ . . . ,

⋂
n∈N

(−∞,−n) = ∅ ⇒

ξ−1

( ⋂
n∈N

(−∞,−n)

)
= ∅ ⇒ (àêñèîìà íåïðåðûâíîñòè) lim

x→−∞
F (x) = P (∅) = 0 (íà ñàìîì

äåëå, ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà ïðè x → −∞, îäíàêî, ïîñêîëüêó F
ìîíîòîííà, òî, ïî òåîðåìå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà (ñì. 1.3.2), ñóùåñòâóåò è èñêîìûé
ïðåäåë).

3) (−∞, x0−1) ⊃ (−∞, x0− 1
2
) ⊃ . . . ⊃ (−∞, x0− 1

n
) ⊃ . . . ,

⋂
n∈N

(−∞, x0− 1
n
) = (−∞, x0),

ïîýòîìó, àíàëîãè÷íî ï. 2), F (x0) = P{ξ < x0} = P

(
ξ−1

( ⋂
n∈N

(−∞, x0 − 1
n
)

))
= lim

x→x0−0
F (x)

(çäåñü âíîâü ïîêàçàíî ëèøü ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà, èç êîòîðûé îïðåäåëÿåò è
ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîãî îäíîñòîðîííåãî).

4) F ìîíîòîííà, ïîýòîìó ∀ x ∈ R 0 ≤ F (x) ≤ 1, çíà÷èò, ôóíêöèÿ F ìîæåò èìåòü
òîëüêî îäèí ñêà÷îê, âåëè÷èíà êîòîðîãî ïðåâûøàåò 1

2
, íå áîëåå äâóõ ñêà÷îê, âåëè÷èíà

êîòîðûõ áîëüøå 1
3
, íî íå ïðåâîñõîäèò 1

2
; àíàëîãè÷íî F èìååò íå áîëåå n ñêà÷êîâ, âåëè÷èíà

êîòîðûõ ëåæèò â ïðåäåëàõ
[

1
n+1

, 1
n

)
. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî F èìååò êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå

îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñêà÷êîâ, òî åñòü êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ÷èñëî ñêà÷êîâ. ¥
Çàìå÷àíèå: íåêîòîðûå àâòîðû çàäàþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ êàê Fξ(x) = P{ξ ≤ x};

â ýòîì ñëó÷àå ñâîéñòâà 1, 2 è 4 ñîõðàíÿþòñÿ, à ñâîéñòâî 3 çàìåíÿåòñÿ íà íåïðåðûâíîñòü
ñïðàâà.

Òåîðåìà 3 (áåç äîêàçàòåëüñòâà): ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ F (x), óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ ñâîéñòâàì 1, 2 è 4 òåîðåìû 2, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû (â ýòîì ñëó÷àå P{ξ ∈ [x1, x2)} = F (x2)− F (x1)).
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Çàìå÷àíèå: òàêèì îáðàçîì, êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, à êàæäîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé ñâîéñòâàì 1, 2 è 4 òåîðåìû 2, � ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà (âîçìîæíî, íå îäíà: íàïðèìåð, åñëè ξ =





1, p = 1
2

−1, p = 1
2

, òî Fξ(x) = F−ξ(x)).

Çàìå÷àíèå: ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò ñëóæèòü âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé â âåðîÿò-
íîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (R, B(R), Fξ), íàçûâàåìîì èíäóöèðîâàííûì âåðîÿòíîñòíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåë¼ííîé äèñêðåòíî, åñëè îíà
ïðèíèìàåò êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ÷èñëî çíà÷åíèé {x1, . . . xn, . . .}; òîãäà P{ξ = xk} = pk >

0,
∑
k∈N

pk = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòî çàïèñûâàþò:
(

p1 p2 . . . pn . . .

x1 x2 . . . xn . . .

)
. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå

äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) èìååò ðàçðûâû.
Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé:
1) Âûðîæäåííîå: {ξ = c} = 1.
2) Äèñêðåòíîå ðàâíîìåðíîå:

(
x1 . . . xn

1
n

. . . 1
n

)
.

3) Áåðíóëëèåâñêîå:





0, p

1, q = 1− p
.

4) Áèíîìèàëüíîå ñ ïàðàìåòðàìè (n, p): pk = Ck
npkqn−k (âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ k óñïå-

õîâ â ñõåìå Áåðíóëëè, ñîñòîÿùåé èç n èñïûòàíèé).

5) Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå: pk =
Cm

MCn−m
N−M

Cn
N

(âåðîÿòíîñòü èçâëå÷ü m áåëûõ øàðîâ â âû-
áîðêå áåç âîçâðàùåíèÿ n øàðîâ èç óðíû, ñîäåðæàùåé N øàðîâ, ñðåäè êîòîðûõ M áåëûõ).

6) Ãåîìåòðè÷åñêîå: pk = pqk (âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ïåðâîãî óñïåõà â ñõåìå Áåðíóëëè
ïîñëå k íåóäà÷).

7) Ðàñïðåäåëåíèå Ïàñêàëÿ: pk = Ck
n+k−1p

nqk (âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ k íåóäà÷ â ñõåìå
Áåðíóëëè äî n-ãî óñïåõà).

8) Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà: pk =
λke−λ

k!
, λ > 0 (ïðèáëèæåíèå áèíîìèàëüíîé ñõåìû ïðè

n →∞ â ñëó÷àå npn → λ, n →∞ � ñì. òåîðåìó Ïóàññîíà).
Îïðåäåëåíèå: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, åñëè

∃ pξ(x) ≥ 0 :
∞∫
−∞

pξ(x)dx = 1,∀ x ∈ R Fξ(x) = −
x∫

−∞
pξ(t)dt. Â ýòîì ñëó÷àå pξ(x) íà-

çûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû; î÷åâèäíî, P{x1 ≤ ξ < x2} =
x2∫
x1

pξ(x)dx, ∀ B ∈ B(R) P{ξ ∈ B} =
∫
B

pξ(x)dx. Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå

pξ(x), ïî x, ïîëó÷èì: dFξ

dx
= pξ(x); ñóùåñòâîâàíèå

x∫
−∞

pξ(t)dt ∀ x ∈ R îçíà÷àåò, ÷òî pξ =
dFξ

dx
èìååò íà R êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà, Fξ ∈ C(R).

Ïðèìåðû àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé:
1) Ðàâíîìåðíîå íà [a, b]:

pξ(x) =





1

b− a
, x ∈ [a, b]

0, x 6∈ [a, b]
⇒ Fξ(x) =





0, x < a
x− a

b− a
, a ≤ x ≤ b

1, x > b
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(ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà [−h
2
, h

2
] îïèñûâàåò îøèáêó îêðóãëåíèÿ ïðè èçìåðåíèè òîé

èëè èíîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, åñëè h � öåíà äåëåíèÿ ïðèáîðà).
2) Ïîêàçàòåëüíîå ñ ïàðàìåòðîì λ:

pξ(x) =





λe−λx, x ≥ 0

0, x < 0
⇒ Fξ(x) =





1− e−λx, x ≥ 0

0, x < 0

(îïèñûâàåò âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà � ñì. çàìå÷àíèå).
3) Íîðìàëüíîå ñ ïàðàìåòðàìè (a, σ): pξ(x, a, σ) = 1

σ
√

2π
e−

(x−a)2

2σ2 . Íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì, åñëè îíî èìååò ïàðàìåòðû (0,1); â ýòîì ñëó÷àå Fξ(x) =

1√
2π

x∫
−∞

e−
u2

2 du = Φ(x).
Çàìå÷àíèå: äëÿ ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðíî ñâîéñòâî îòñóòñòâèÿ

ïîñëåäåéñòâèÿ, òî åñòü ∀ x, y > 0 P{ξ ≥ x + y/ξ ≥ x} =
P{ξ ≥ x + y, ξ ≥ x}

P{ξ ≥ x} =

1− P{ξ < x + y}
1− P{ξ < x} =

e−λ(x+y)

e−λx
= e−λy = P{ξ ≥ y}. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðàáîòû

ïðèáîðà â òå÷åíèå âðåìåíè t ïîñëå òîãî, êàê îí óæå ïðîðàáîòàë âðåìÿ t0, ðàâíà âåðîÿòíî-
ñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû â òå÷åíèå âðåìåíè t.

Îïðåäåëåíèå: ïóñòü åñòü n ≥ 2 ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ
F1(x), . . . Fn(x). F (x) íàçûâàåòñÿ ñìåñüþ ðàñïðåäåëåíèé, çàäàâàåìûõ F1, . . . Fn, åñëè F (x) =
n∑

k=1

αkFk(x) (αk ≥ 0 ∀ k = 1, n,
n∑

k=1

αk = 1).
Òåîðåìà 4 (Ëåáåãà, áåç äîêàçàòåëüñòâà): ëþáàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ïðåäñòà-

âèìà â âèäå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé, çàäàâàåìûõ F1(x), F2(x), F3(x), ãäå F1 � ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíî ðàñïðåäåë¼ííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, F2 � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåë¼ííîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, F3 � ñèíãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ (òà, äëÿ êîòîðîé íåëüçÿ çàäàòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ).

3.2. Ìíîãîìåðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Îïðåäåëåíèå: (Ω,F, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî; ξ1, . . . ξn: Ω → R � ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû (n ≥ 2); òîãäà (ξ1, . . . ξn): Ωn → R íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì âåêòîðîì.
Fξ1...ξn(x1, . . . xn) = P{ξ1 < x1, . . . ξn < xn} � ìíîãîìåðíàÿ ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ξ1, . . . ξn (ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà).

Òåîðåìà 1 (ñâîéñòâà ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ): −→ξ = (ξ1, . . . ξn) � ñëó÷àé-
íûé âåêòîð; Fξ1,...ξn(x1, . . . xn) � åãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ; òîãäà

1) ∀ x11, x12, x2, . . . , xn ∈ R : x11 < x12 F (x11, x2, . . . xn) ≤ F (x12, x2, . . . xn).
2) ∀ k ∈ N lim

xk→∞
F (x1, . . . xn) = 0, lim

x1,...xn→∞
F (x1, . . . xn) = 1.

3) ∀ x1, . . . xn ∈ R, ∀ k ∈ N lim
xk→xk0−0

F (x1, . . . xn) = F (x1, . . . xk−1, xk0, xk+1, . . . xn).
4) ∀ ai, bi ∈ R : ai < bi(i = 1, n) P{a1 ≤ ξ1 < b1, . . . an ≤ ξn < bn} = F (b1, . . . bn) −

n∑
i=1

pi +
∑
i<j

pij − . . .+(−1)nF (a1, . . . an) ≥ 0, ãäå pij � çíà÷åíèå F â òî÷êå, äëÿ êîòîðîé i, j, . . .-

ûå êîîðäèíàòû áåðóòñÿ êàê ai, aj, . . ., à îñòàëüíûå êàê bl(l 6= i, j, . . .). Â ÷àñòíîñòè, ïðè
n = 2 P{a1 ≤ b1, a2 ≤ ξ2 < b2} = F (b1, b2)− F (a1, b2)− F (b1, a2) + F (a1, a2).

4 Ñâîéñòâà 1�3 ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ äëÿ îäíîìåðíîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ (ñì. 3.1, òåîðåìà 2), à ñâîéñòâî 4 îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà. ¥

Îïðåäåëåíèå: ñëó÷àéíûé âåêòîð −→ξ ðàñïðåäåë¼í äèñêðåòíî, åñëè ôóíêöèÿ ξ: Ω → Rn

ïðèíèìàåò êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ÷èñëî çíà÷åíèé xs = (xs1, . . . xsn); òîãäà P{ξ = xs} =
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ps ≥ 0 ∀ s,
∑
s

ps = 1. −→ξ ðàñïðåäåë¼í àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, åñëè ∃ pξ1...ξn(x1, . . . xn): Rn →
R: ∀ (x1, . . . xn) ∈ Rn p(x1, . . . xn) ≥ 0,

∫
Rn

p(x1, . . . xn)dx1 . . . dxn = 1 :

Fξ1...ξn =

x1∫

−∞

· · ·
xn∫

−∞

p(u1, . . . un)du1 . . . dun;

òàêèì îáðàçîì, p(x1, . . . xn) =
∂nF

∂x1 . . . ∂xn

.

Îïðåäåëåíèå: åñëè −→ξ = (ξ1, ξ2) � ñëó÷àéíûé âåêòîð, òî Fξ1(x), Fξ2(y) íàçûâàþòñÿ
ìàðãèíàëüíûìè (îäíîìåðíûì) ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ; àíàëîãè÷íî, pξ1 , pξ2 � ìàðãè-
íàëüíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî

Fξ1(x) =

x∫

−∞




+∞∫

−∞

pξ1ξ2(u, v)dv


 du ⇒ pξ1(x1) =

∫

R

pξ1ξ2(x, v)dv.

Àíàëîãè÷íî â n-ìåðíîì ñëó÷àå ìàðãèíàëüíûå ïëîòíîñòè ïîëó÷àþòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî
n− 1 ïåðåìåííûì.

Ïðèìåðû ìíîãîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé:

1) Ðàâíîìåðíîå äâóìåðíîå íà îáëàñòè D: pξ1ξ2(x, y) =





0, (x, y) 6∈ D

1
S(D)

, (x, y) ∈ D.

2) Äâóìåðíîå íîðìàëüíîå ñ ïàðàìåòðàìè (a1, a2, σ1, σ2, ρ):

pξ1ξ2(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

exp

(
− (x− a1)

2

2σ2
1(1− ρ2)

+
2ρ(x− a1)(y − a2)

σ1σ2(1− ρ2)
− (y − a2)

2

2σ2
2(1− ρ2)

)
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå:

pξ1(x) =
1√

2πσ1

exp

(
−x(x− a1)

2

2σ2
1

)
, pξ2(y) =

1√
2πσ2

exp

(
−(y − a2)

2

2σ2
2

)
.

Îïðåäåëåíèå: ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . ξn íåçàâèñèìû, åñëè
1) Fξ1...ξn(x1, . . . xn) = Fξ1(x1) · . . . · Fξn(xn) âî âñåõ òî÷êàõ (x1, . . . xn), â êîòîðûõ ýòè

ôóíêöèè îïðåäåëåíû.
2) ∀ B1, . . . Bn ∈ B(R) P{ξ1 ∈ B1, . . . ξn ∈ Bn} = P{ξ1 ∈ B1} · . . . · P{ξn ∈ Bn}.
Çàìå÷àíèå: ïî òåîðåìå 1 (3.1) äàííûå îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòû; îòìåòèì òàêæå, ÷òî

íà íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â ñîâîêóïíîñòè íàêëàäûâàþòñÿ ìåíåå æ¼ñòêèå óñëî-
âèÿ, ÷åì íà íåçàâèñèìîñòü â ñîâîêóïíîñòè ñîáûòèé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñîâìåñòíàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîçâîëÿåò çàäàòü ñîâìåñòíûå ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ìåíüøåãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à òàêæå ìàðãèíàëüíûå ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ.

Òåîðåìà 2 (áåç äîêàçàòåëüñòâà): ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ1, . . . ξn) ðàñïðåäåë¼í äèñêðåò-
íî; òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ξ1, . . . ξn áûëè íåçàâèñèìû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî P{ξ1 =
x1, . . . ξn = xn} = P{ξ1 = x1} · . . . · P{ξn = xn} ∀ (x1, . . . xn) ∈ Rn.

Ñëåäñòâèå: ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå, íåçàâèñèìû
(ðàâåíñòâî, çàäàííîå â óñëîâèè òåîðåìû, âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ R2.

Òåîðåìà 3 (áåç äîêàçàòåëüñòâà): ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ1, . . . ξn) ðàñïðåäåë¼í àáñîëþòíî
íåïðåðûâíî; òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ξ1, . . . ξn áûëè íåçàâèñèìû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
pξ1...ξn(x1, . . . xn) = pξ1(x1) · . . . · pξn(xn) âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ýòèõ ïëîòíîñòåé.
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3.3. Ôóíêöèè îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Îïðåäåëåíèå: g: Rn → Rm � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, åñëè ∀ B ∈ B(Rm) g−1(B) ∈ B(Rn).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ξ � ñëó÷àéíûé âåêòîð, òî η = g(ξ) � òàêæå ñëó÷àéíûé âåêòîð.
Ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû: ïóñòü −→ξ � ñëó÷àéíûé âåêòîð,

g: Rn → Rn � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, −→η = g(
−→
ξ ); òîãäà ∀ B ∈ B(Rn)

P{η ∈ B} = P{ξ ∈ g−1(B)} =

∫

g−1(B)

pξ(x)dx = (çàìåíà ïåðåìåííûõ â êðàòíîì èíòåãðàëå) =

=

∫

B

pξ(g
−1(y))|J(g−1(y))|−1dy, ãäå J = det

{
∂gi

∂xj

}n

i,j=1

.

Ïðèìåð (ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû): ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðå-
äåëåíà íîðìàëüíî ñ ïàðìåòðàìè (0,1); òîãäà η = ξ2 èìååò ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ
îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Íàéä¼ì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ η.

Fη(y) = P{η < y} = P{ξ2 < y} = P{−√y < ξ <
√

y} =
1√
2π

√
y∫

−√y

e−
x2

2 dx =

√
2

π
Φ0(

√
y),

ãäå Φ0(y) =

y∫

0

e−
x2

2 dx ⇒ pη(y) =





1√
2πy

e−
y
2 , y > 0

0, y ≤ 0.

Òåîðåìà 1 (áåç äîêàçàòåëüñòâà): ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ
(i)
1 , . . . ξ

(i)
ni (i = 1,m) �

íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû; φi: Rni → R � áîðåëåâñêèå ôóíêöèè; òîãäà ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ηi = φi(ξ

(1)
1 , . . . ξ

(i)
ni ) òàêæå íåçàâèñèìû.

Òåîðåìà 2 (ôîðìóëà êîìïîçèöèè (ñâ¼ðòêè)): ξ, η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû;
τ = ξ + η ⇒ pτ (z) =

∫
R

pξ(u)pη(z − u)du.

4 Fτ (z) = Fξ+η(z) =

∫∫

u+v<z

pξη(u, v)dudv =

z−u∫

−∞

dv

+∞∫

−∞

pξη(u, v)du =

(
u = u

v = w − u

)
=

=

z∫

−∞




+∞∫

−∞

pξη(u,w − u)du


 dw =

z∫

−∞

pτ (w)dw ⇒ pτ (z) =

+∞∫

−∞

pξη(u, z − u)du =

= (ξ, η íåçàâèñèìû) =

+∞∫

−∞

pξ(u)pη(z − u)du. ¥

Ñëåäñòâèå: ξ, η ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (a1, σ1), (a2, σ2) ñîîòâåò-
ñòâåííî; òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ = ξ + η ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè
(a1 + a2,

√
σ2

1 + σ2
2).

4 Ïî ôîðìóëå êîìïîçèöèè pτ (z) =
1

2πσ1σ2

∫

R

exp

(
−1

2

(
(x− a1)

2

σ2
1

+
(z − x− a2)

2

σ2
2

))
dx =

=

(
u = z − a1 − a2

v = x− a1

)
=

1

2πσ1σ2

∫

R

exp

(
−1

2

(
v2

σ2
1

+
(u− v)2

σ2
2

))
dv =
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=
1

2πσ1σ2

∫

R

exp

(
−1

2

(
v2 · σ2

1 + σ2
2

σ2
1σ

2
2

− 2uv · 1

σ2
2

+
u2

σ2
2

· σ2
1

σ2
1 + σ2

2

− u2

σ2
2

· σ2
1

σ2
1 + σ2

2

+
u2

σ2
2

))
dv =

=
1

2πσ1σ2

∫

R

exp


−1

2




(
uσ1

σ2

√
σ2

1σ
2
2

− v ·
√

σ2
1σ

2
2

σ1σ2

)2

+
u2

σ2
2

(
1− σ2

1

σ2
1 + σ2

2

)



 dv =

=

(
t = v ·

√
σ2

1 + σ2
2

σ1σ2

− uσ1

σ2

√
σ2

1 + σ2
2

)
=

1

2πσ1σ2

· e−
u2

2(σ2
1+σ2

2) ·
∫

R

√
2π · σ1σ2√

σ2
1 + σ2

2

e−
t2

2 dt =

=
1√

2π(σ2
1 + σ2

2)
· e−

(z−a1−a2)2

2(σ2
1+σ2

2)

� íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (a1 + a2,
√

σ2
1 + σ2

2). ¥
Ïðèìåð: ξ, η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû; ξ ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî ñ ïàðà-

ìåòðàìè (0, σ), à η � ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [−h
2
, h

2
]. Íàéä¼ì Pτ (x), ãäå τ = ξ + η.

pξ(x) =
1√
2πσ

e−
x2

2σ2 , pη(x) =





1
h
, x ∈ [−h

2
, h

2
]

0, x 6∈ [−h
2
, h

2
].

⇒

⇒ pτ (x) =

x+
h
2∫

x−h
2

1√
2πhσ

e−
t2

2σ2 dt =
1

h

(
Φ0

(
x + h

2

σ

)
− Φ0

(
x− h

2

σ

))
.

Çàìå÷àíèå: íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ôóíêöèîíàëüíî;
íàïðèìåð, â ñëó÷àå âûðîæäåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ξ â òî÷êå x = 1, η = ξ2 èìååò òàêîå æå
ðàñïðåäåëåíèå, à êîíñòàíòû íåçàâèñèìû (ñì. 3.2, ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2).

Îïðåäåëåíèå: −→ξ = (ξ1, . . . ξn),−→η = (η1, . . . ηm) � ñëó÷àéíûå âåêòîðà; Dξ ⊂ Rn, P{ξ ∈
Dξ} > 0; òîãäà

F (y1, . . . ym) = P{η1 < y1, . . . ηm < ym|ξ ∈ Dξ} =
P{η1 < y1, . . . ηm < ym, ξ ∈ Dξ}

P{ξ ∈ Dξ}
� óñëîâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η.

Åñëè ξ è η ðàñïðåäåëåíû äèñêðåòíî, òî ìîæíî îáîçíà÷èòü P{ξ = xk, η = ym} = pkm;
òîãäà P{ξ = xk} =

∑
m

pkm = pk ⇒ P{η = ym|ξ = xk} =
pkm

pk

� âåðîÿòíîñòü äëÿ η ïðè
ôèêñèðîâàííîì ξ.

Åñëè ξ è η ðàñïðåäåëåíû àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, òî

P{η < y|x ≤ ξ < x + h} =

y∫
−∞

x+h∫
x

pξη(u, v)dudv

x+h∫
x

(
+∞∫
−∞

pξη(u, v)dv

)
du

−−→
h→0

y∫
−∞

pξη(x, v)dv

pξ(x)
= P{η < y|ξ = x}

� ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ η ïðè ôèêñèðîâàííîì ξ.
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3.4. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Îïðåäåëåíèå: ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåë¼ííàÿ äèñêðåòíî
(

x1 . . . xn . . .

p1 . . . pn . . .

)
, òî-

ãäà Mξ =
∑
k

xkpk � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ (ñóùåñòâóåò, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé
ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî); åñëè ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåë¼ííàÿ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíî, òî Mξ =

+∞∫
−∞

xpx(x)dx (ñóùåñòâóåò, åñëè ñîîòâåòñòóþùèé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî). Åñëè æå ðÿä (èíòåãðàë) ñõîäÿòñÿ óñëîâíî èëè ðàñõîäÿòñÿ, òî ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ íå ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå: −→ξ = (ξ1, . . . ξn) � ñëó÷àéíûé âåêòîð; g: Rn → R � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ;
η = g(ξ). Åñëè ξ ðàñïðåäåëåíà äèñêðåòíî ïî âåêòîðàì x1, . . . xn, . . ., òî Mη

def
=

∑
k

g(xk)pk;

åñëè ξ ðàñïðåäåëåíà àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, òî Mη
def
=

∫
Rn

|g(x1, . . . xn)|pξ1...ξn(x1, . . . xn) ·
·dx1 . . . dxn (äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ξ ðÿä (èíòåãðàë) äîëæíû ñõî-
äèòüñÿ àáñîëþòíî).

Òåîðåìà 1 (ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæäèàíèÿ): ξ, η � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþ-
ùèå ìàò. îæäèàíèå; òîãäà

1) ∀ C ∈ R M(Cξ) = C ·Mξ;
2) ∀ C ∈ R MC = C;
3) Mξ ≤ M|ξ|;
4) M(ξ + η) = Mξ + Mη;
5) Åñëè ξ è η íåçàâèñèìû, òî M(ξη) = Mξ ·Mη.
4 Äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ 1-3 ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ðÿäîâ è íåñîá-

ñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

4) M(ξ + η) =

∫

R2

(x + y)pξη(x, y)dxdy =

∫

R2

xpξη(x, y)dxdy +

∫

R2

ypξη(x, y)dxdy =

=

∫

R

x




∫

R

pξη(x, y)dy


 dx +

∫

R

y




∫

R

pξη(x, y)dx


 dy =

∫

R

xpξ(x)dx +

∫

R

ypη(y)dy = Mξ + Mη;

5) M(ξη) =

∫

R2

xypξη(x, y)dxdy =

∫

R

xpξ(x)dx ·
∫

R

ypη(y)dy = Mξ ·Mη.¥

Çàìå÷àíèå: åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå η = ξ1 +
. . . + ξn (ãäå ξi íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è íàçûâàþòñÿ èíäèêàòîðàìè), òî
Mη =

n∑
i=1

Mξi.

Ïðèìåðû:
1) Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: µn ðàñïðåäåëåíà áèíîìèàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (n, p);

òîãäà µn = ξ1 + . . . + ξn, ãäå ξi èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p; òîãäà èç
çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Mµn = np.

2) Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå:

pk = pqk ⇒ Mξ =
∞∑

k=1

kpqk = pq

∞∑

k=1

kqk−1 = pq

( ∞∑

k=1

qk

)′

= pq

(
q

1− q

)′
=

q

p
.
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3) Ðàñïðåäåëåíèå Ïàñêàëÿ: µn = ξ1+. . .+ξn+k, ãäå èíäèêàòîðû ξi èìåþò ãåîìåòðè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå; òîãäà èç çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Mµn =

n+k∑
i=1

Mξi =
q

p
(n + k).

4) Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå: µn = ξ1 + . . . + ξn, ãäå ξi ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1
ïðè âûòàñêèâàíèè áåëîãî øàðà è çíà÷åíèå 0 ïðè âûòàñêèâàíèè ÷¼ðíîãî. Mξi =

M

N
; òîãäà

Mµn =
nM

N
.

5) Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà: pk =
λke−λ

k!
⇒ Mξ = λe−λ ·

+∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
= λ · e−λ · eλ = λ.

6) Ðàâíîìåðíîå ðàñðåäåëåíèå: Mξ =
b∫

a

xdx

b− a
=

(b2 − a2)

2(b− a)
=

a + b

2
.

7) Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

Mξ =
1√
2πσ

∫

R

x exp

(
−(x− a)2

2σ2

)
dx =

1√
2πσ

· 1

2

∫

R

exp

(
−(x− a)2

2σ2

)
d(x− a)2+

+
a√
2πσ

·
∫

R

exp

(
−(x− a)2

2σ2

)
dx = 0 + a · 1 = a.

8) Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: Mξ =
+∞∫
0

xαe−αxdx = −xe−αx|+∞0 +
+∞∫
0

e−αxdx =
1

α
.

9) Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè: pξ(x) =
1

π

1

1 + x2
⇒ Mξ =

1

π

∫
R

|x|dx

1 + x2
� ðàñõîäèòñÿ, òî åñòü

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè íå ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå: ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåë¼ííàÿ äèñêðåòíî è èìåþùàÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå; òîãäà Dξ = M ((ξ −Mξ)2) íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèåé ξ, à

√
Dξ � ñðåä-

íèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì ξ (îïðåäåëåíû òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò
M(ξ−Mξ)2. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ξ ðàñïðåäåëåíà äèñêðåòíî, òî Dξ =

∑
k

(xk−Mξ)2pk, à åñëè

ξ ðàñïðåäåëåíà àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, òî Dξ =
∫
R

(x−Mξ)2pξ(x)dx =
∫
R

x2pξ(x)dx− (Mξ)2.

Òåîðåìà 2 (ñâîéñòâà äèñïåðñèè): ξ, η � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå äèñïåðñèþ;
òîãäà

1) Dξ ≥ 0;
2) ∀ C ∈ R DC = 0;
3) ∀ C ∈ R D(Cξ) = C2 ·Dξ;
4) D(ξ1 + ξ2) = Dξ1 + Dξ2 + 2M(ξ1 −Mξ1)(ξ2 −Mξ2);
4 Äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ 1-3 ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèè, à òàêæå ñâîéñòâ

÷èñëîâûõ ðÿäîâ è íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.
4) D(ξ1 + ξ2) = M(ξ1 + ξ2 −M(ξ1 + ξ2))

2 = M ((ξ1 −Mξ1) + (ξ2 −Mξ2))
2 = Dξ1 +

Dξ2 + 2M(ξ1 −Mξ1)(ξ2 −Mξ2). Åñëè ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû, òî M ((ξ1 −Mξ1)(ξ2 −Mξ2)) =
(Mξ1 −Mξ1)(Mξ2 −Mξ2) = 0 ⇒ D(ξ1 + ξ2) = Dξ1 + Dξ2. ¥

Ïðèìåðû:
1) Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: µn = ξ1 + . . . + ξn, ξi èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ

ïàðàìåòðîì p; òîãäà Dξi = Mξ2
i − (Mξi)

2 = p− p2 ⇒ ξi íåçàâèñèìû Dµn = n(p− p2) = npq.

2) Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà: Mξ2 − Mξ = M(ξ(ξ − 1)) =
+∞∑
m=0

m(m − 1) · λm

m!
e−λ = λ2 ·

+∞∑
m=0

λm−2

(m− 2)!
· e−λ = λ2 ⇒ Mξ2 = λ2 + λ ⇒ Dξ = λ.
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3) Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå: µn = ξ1 + . . . + ξn, ξi � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1 ïðè èçâëå÷åíèè áåëîãî øàðà è 0 ïðè èçâëå÷åíèè ÷¼ðíîãî, òî
åñòü

ξi =





1, M
N

0, 1− M
N

;
Mµn = n

M

N
; Mµ2

n = M

(
n∑

k=1

ξk

)2

=
n∑

k=1

Mξ2
k +

∑

k 6=l

Mξkξl = n
M

N
+

+n(n− 1)
M(M − 1)

N(N − 1)
; Dµn = Mµ2

n − (Mµn)2 = n
M

N
+ n(n− 1)

M(M − 1)

N(N − 1)
− n2M2

N2
=

= n
M

N

(
1− M

N

)
N − n

N − 1
.

4) Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå:

Dξ =

b∫

a

(x− a+b
2

)2

b− a
dx =

b− a

3

(
x− a + b

2

)3

|ba =
1

3(b− a)

(
(b− a)3

8
− (a− b)3

8

)
=

(b− a)2

12
.

5) Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: Dξ =
1√
2πσ

∫
R

(x− a)2e−
(x−a)2

2σ2 dx =

(
y =

x− a

σ

)
=

σ2

√
2π
·

∫
R

y2e−
y2

2 dy = − σ2

√
2π

(
ye−

y2

2 |+∞−∞ −
∫
R

e−
y2

2 dy

)
=

σ2

√
2π

· √2π = σ2.

Çàìå÷àíèå: ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ìàò. îæèäàíèå è äèñïåðñèþ; η =
ξ −Mξ√

Dξ

⇒ Mη =
M(ξ −Mξ)√

Dξ
=

Mξ −Mξ√
Dξ

= 0, Dξ =
D(ξ −Mξ)

Dξ
=

Dξ

Dξ
= 1; òàêèì îáðàçîì ïîëó-

÷èì η � öåíòðèðîâàííóþ è íîðìèðîâàííóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó.

Îïðåäåëåíèå: ξ è η � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû; òîãäà cov(ξ, η)
def
= M ((ξ −Mξ)(η −Mη)) =

M(ξη)−Mξ ·Mη � êîâàðàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η.
Òåîðåìà 3 (ñâîéñòâà êîâàðèàöèè): ξ, η � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû; òîãäà
1) cov(ξ, ξ) = Dξ;
2) cov(ξ, η) = cov(η, ξ);
3) ∀ C1, C2 ∈ R cov(C1ξ, C2η) = C1C2 cov(ξ, η);
4) ξ è η íåçàâèñèìû; òîãäà cov(ξ, η) = 0 (îáðàòíîå íåâåðíî).
4 Âñå ñâîéñòâà ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ êîâàðèàöèè, äèñïåðñèè, ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ è ñâîéñòâ ìàò. îæèäàíèÿ.
Òåîðåìà 4: ξ1, . . . ξn � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû; òîãäà ∀ c1, . . . cn ∈ R

D

(
n∑

i=1

ciξi

)
=

n∑
i=1

c2
i Dξi +

n∑
i,j=1

cicj cov(ξi, ξj).

4 Ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî âåðíî ïðè n = 2:

D(c1ξ1 + c2ξ2) = M
(
(c1ξ1 − c1Mξ1)

2 + (c2ξ2 − c2Mξ2)
2 − 2(c1ξ1 − c1Mξ1)(c2ξ2 − c2Mξ2)

)
=

= C2
1Dξ1 + C2

2Dξ2 − 2c1c2 cov(ξ1, ξ2);

äàëåå ìîæíî ïî èíäóêöèè ïåðåéòè ê îáùåìó óòâåðæäåíèþ. ¥

Îïðåäåëåíèå: ξ, η � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû; òîãäà ρ(ξ, η)
def
=

cov(ξ, η)√
DξDη

� êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè âåëè÷èí ξ è η.
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Òåîðåìà 5 (ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè): ξ, η � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû; òîãäà
1) |ρ(ξ, η) ≤ 1|;
2) Åñëè ξ è η íåçàâèñèìû, òî ρ(ξ, η) = 0;
3) ∀ c1, c2 ∈ R, η = c1ξ + c2 |ρ(ξ, η)| = 1.
4 1) ∀ λ ∈ R D(λξ + η) = λ2Dξ + 2λ cov(ξ, η) + Dη ≥ 0 ⇒ (ðàññìàòðèâàåì êàê êâàä-

ðàòíûé òð¼õ÷ëåí îòíîñèòåëüíî λ) ⇒ (cov(ξ, η))2−Dξ ·Dη < 0 ⇒ | cov(ξ, η)| ≤ √
Dξ ·Dη ⇒

|ρ(ξ, η)| ≤ 1.
2) Ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 4 òåîðåìû 3.
3) Ïóñòü Mξ = a, Dξ = σ2 ⇒ Mη = c1a + c2, Dη = c2

1σ
2, cov(ξ, η) = M(ξ − a)(c1ξ +

c2 − c1a− c2) = c1(x− a)2 = c1σ
2 ⇒ |ρ(ξ, η)| =

∣∣∣∣
c1σ

2

±c1σ2

∣∣∣∣ = 1. ¥
Îïðåäåëåíèå: ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè, åñëè

ρ(ξ, η) = 0, è êîððåëèðîâàííûìè â îáðàòíîì ñëó÷àå.
Çàìå÷àíèå: äâóìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ, η íåâûðîæ-

äåíî â ñëó÷àå |ρ(ξ, η)| < 1 è âûðîæäåíî ïðè |ρ(ξ, η)| = 1.

Îïðåäåëåíèå: ñìåøàííûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà k íàçûâàåòñÿ Mξk, àáñîëþòíûì ìî-
ìåíòîì ïîðÿäêà k: M|ξ|k. Öåíòðàëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà k: M(ξ −Mξ)k, àáñîëþòíûé
öåíòðàëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà k: M|ξ −Mξ|k.

Çàìå÷àíèå: åñëè ñóùåñòâóåò ìîìåíò k-ãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, òî ñóùå-
ñòâóþò è âñå ìîìåíòû áîëåå íèçêèõ ïîðÿäêîâ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

3.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Òåîðåìà 1 (íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà): ξ ≥ 0 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ìàòåìàòè-

÷åñêîå îæèäàíèå è ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ; a ≥ 0 ⇒ P{ξ ≥ a} ≤
Mξ

a
.
4 Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèé ξ.

1) Àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ: pξ(x) =





0, x < 0

ϕ(x), x ≥ 0,

+∞∫
0

ϕ(x)dx = 1 ⇒

∀ a > 0 Mξ =
+∞∫
0

xϕ(x)dx ≥
+∞∫
a

xϕ(x)dx ≥ a ·
+∞∫
a

ϕ(x)dx = a · P{ξ ≥ a} ⇒ P{ξ ≥ a} ≤ Mξ

a
.

2) Äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ: ïóñòü ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ x1 < x2 . . . xk < . . . ; ∀ a >

0 ∃ k ∈ N: xk < a, xk+1 ≥ a. Mξ =
+∞∑
i=1

xipi ≥
+∞∑

i=k+1

xipi ≥ a ·
+∞∑

i=k+1

pi = a · P{ξ ≥ a} ⇒

P{ξ ≥ a} ≤ Mξ

a
. ¥

Ñëåäñòâèå (íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà): ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ äèñïåðñèþ;
òîãäà ∀ ε > 0 P{|ξ −Mξ| ≥ ε} ≤ Dξ

ε2
.

4 P{|ξ −Mξ| ≥ ε} = P{|ξ −Mξ|2 ≥ ε2} ≤ Dξ

ε2
. ¥

Îïðåäåëåíèå: η1, . . . ηn, . . . � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηk}k∈N ñõî-
äèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå η (ηn

P−→ η, n →∞), åñëè ∀ ε > 0 P{|ηn−η| ≥
ε} → 0, n →∞ (òî åñòü P{|ηn − η| < ε} → 1, n →∞).

Îïðåäåëåíèå: ξ1, . . . ξn, . . . � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå; Sn =

n∑
k=1

ξk; ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξk}k∈N ïðèìåíèì çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, åñëè

∀ ε > 0 P
{∣∣Sn

n
−MSn

n

∣∣ ≥ ε
} → 0, n →∞ (òî åñòü

(
Sn

n
−MSn

n

) P−→ 0, n →∞).
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Òåîðåìà 2 (Ìàðêîâà): ξ1, . . . ξn, . . . � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ìàò. îæèäàíèå è
äèñïåðñèþ. Òîãäà {ξk}k∈N óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë, åñëè Sn

n2
→ 0, n → ∞ (â

ñëó÷àå ïîïàðíîé íåêîððåëèðîâàííîñòè ξ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèìåò âèä 1

n2
·

n∑
k=1

Dξk → 0,

n →∞).
4 ∀ ε > 0 ∃ N ∈ N: ∀ n ≥ N

∣∣∣∣
DSn

n2

∣∣∣∣ < ε3, íî, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà,

∀ n ≥ N P

{∣∣∣∣
Sn

n
−M

Sn

n

∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤ D

(
Sn

n

)

ε2
<

DSn

n2ε2
< ε ⇒

(
Sn

n
−M

Sn

n

)
P−→ 0, n →∞. ¥

Òåîðåìà 3 (×åáûøåâà): ξ1, . . . ξn, . . . � ïîïàðíî íåêîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, èìåþùèå ìàò. îæèäàíèå è äèñïåðñèþ; ∃ C ≥ 0: ∀ k ∈ N Dξk ≤ C. Òîãäà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ξk}k∈N óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë.

4 1

n2
·

n∑
k=1

Dξk ≤ nC

n2
=

C

n
→ 0, n →∞, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξk}k∈N óäîâëåòâî-

ðÿåò çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë ïî òåîðåìå Ìàðêîâà. ¥
Òåîðåìà 4 (Áåðíóëëè): ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû µn ðàñïðåäåëåíû áèíîìèàëüíî ñ ïàðà-

ìåòðàìè (n, p); òîãäà ∀ ε > 0 P
{∣∣∣µn

n
− p

∣∣∣ < ε
}
→ 1, n →∞.

4 µn =
n∑

i=1

xii, ξi =





0, p

1, q = 1− p
⇒ (ïî òåîðåìå ×åáûøåâà) {ξk}k∈N óäîâëåòâîðÿåò

çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë ⇒ µn

n
− M

µn

n
=

µn

n
− p

P−→ 0, n → ∞ ⇒ P
{∣∣∣µn

n
− p

∣∣∣ < ε
}
→ 1,

n →∞. ¥
Ïðèìåðû:
1) Îöåíêà âåðîÿòíîñòè óñïåõà â ñõåìå Áåðíóëëè: P{|µn − np| ≥ ε} =

Dµn

ε2
=

npq

ε2

(Mµn = np � ñì. 3.4).
2) Îöåíêà äîëè áðàêà ïî êîíòðîëüíîé âûáîðêå: ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ãèïåðãåîìåòðè-

÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì (áåëûå øàðû � áðàêîâàííûå èçäåëèÿ); ïóñòü n � ÷èñëî èçäåëèé
â êîíòðîëüíîé âûáîðêå, N � îáú¼ì ïàðòèè èçäåëèé, M � ÷èñëî áðàêîâàííûõ èçäåëèé âî
âñåé ïàðòèè, ξ � ÷èñëî áðàêîâàííûõ èçäåëèé â âûáîðêå. Òîãäà, ñîãëàñíî 3.4,

M

(
ξ

n

)
=

M

N
, D

(
ξ

n

)
=

1

n
· M

N

(
1− M

N

)
N − n

N − 1
⇒ (íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà)

⇒ P

{∣∣∣∣
ξ

n
− M

N

∣∣∣∣ ≥ δ

}
≤ 1

nδ2

M

N

(
1− M

N

)
N − n

N − 1
.

Òåîðåìà 5 (Ñëóöêîãî � áåç äîêàçàòåëüñòâà): g(λ1, . . . λm) ∈ C1(Rm); ξ
(1)
n , . . . ξ

(m)
n � ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû; ∀ i = 1,m ξ
(i)
n

P−→ Ci, n →∞. Òîãäà g(ξ
(1)
n , . . . ξ

(m)
n )

P−→ g(C1, . . . Cn).
Îïðåäåëåíèå: ξ1, . . . ξn, . . . � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû; {ξk}k∈N ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì ïîðÿä-

êà r ∈ N ïðè n →∞, åñëè M((ξn − n)r) → 0, n →∞ (â ÷àñòíîñòè, ïðè r = 2 ðåàëèçóåòñÿ
ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì).

Îïðåäåëåíèå: F1(x), . . . Fn(x), . . . � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ1, . . . ξm, . . . ; {ξk}k∈N ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ (ñëàáî ñõîäèòñÿ: ξn

d−→ ξ, n →∞), åñëè
∀ x ∈ R: F ∈ C(x) ∃ lim

n→∞
Fn(x) = F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ.

Îïðåäåëåíèå: ξ1, . . . ξn, . . . � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû; ηn =
ξn − An

Bn

; åñëè ηn
d−→ η, ãäå η

èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (Fηn(x) → 1√
2π
·

x∫
−∞

e−
u2

2 du = Φ(x), n →∞),
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òî {ξk}k∈N àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè (An, Bn).
Òåîðåìà 6 (öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà � áåç äîêàçàòåëüñòâà): ξ1, . . . , ξn, . . . �

îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå äèñïåðñèþ Mξn = a, Dξn =

σ2; Sn =
n∑

k=1

ξk. Òîãäà P

{
Sn − na

σ
√

n
< x

}
R
⇒

n→∞
Φ(x) (òî åñòü Sn àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà

ñ ïàðàìåòðàìè (na, σ
√

n)).
Ñëåäñòâèå: µn ðàñïðåäåëåíà áèíîìèàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (n, p); òîãäà µn = ξ1+. . .+ξn,

ãäå ξi � áåðíóëëèåâñêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (èíäèêàòîðû). Òîãäà {µn}n∈N àñèìïòîòè÷åñêè
íîðìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè (np,

√
npq), òî åñòü èíòåãðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-

Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû.
Òåîðåìà 7 (Ëÿïóíîâà � áåç äîêàçàòåëüñòâà): ξ1, . . . ξn, . . . � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìå-

þùèå òðåòèé öåíòðàëüíûé ìîìåíò; Sn =
n∑

k=1

ξk, An =
n∑

k=1

Mξk, B2
n =

n∑
k=1

Dξk, C3
n =

n∑
k=1

M|ξk −Mξk|3; Cn

Bn

→ 0, n →∞; òîãäà P

{
Sn −MSn√

DSn

< x

}
→ Φ(x), n →∞.

Òåîðåìà 8 (ñõîäèìîñòè � áåç äîêàçàòåëüñòâà): ξ1, . . . ξn, . . . ; η1, . . . ηn, . . . � ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû; Fξn → F, n → ∞; ηn

P−→ C, n → ∞. J
(1)
n = ξn + ηn, J

(2)
n = ξnηn, J

(3)
n =

ξn

ηn

.

Òîãäà F
J

(1)
n
→ F (x − C), n → ∞; F

J
(2)
n
→ F (xC), n → ∞; F

J
(3)
n
→ F

( x

C

)
, n → ∞ (äâà

ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèÿ âåðíû òîëüêî ïðè C > 0).
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4. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

4.1. Âûáîðêè è èõ ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè.
Îïðåäåëåíèå: x1, . . . xn � îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû; íàáîð (x1, . . . xn) íàçûâàåòñÿ âûáîðêîé îáú¼ìà n è îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëü-
òàòû n îäèíàêîâûõ, íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ýëåìåíòû âûáîðêè ìîãóò áûòü ïåðåñòàâ-
ëåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èòñÿ âàðèàöèîííûé ðÿä (x(1), . . . x(n)),

x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n). F̂n(x) =
µn(x)

n
íàçûâàåòñÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ,

ãäå µn(x) � ÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ìåíüøèõ x.
Òåîðåìà 1: ∀ x ∈ R, ∀ ε > 0 lim

n→∞
P{|F̂n(x) − F (x)| ≥ ε} = 0, ãäå F (x) � ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí xi (òî åñòü F̂n
P−→ F, n → ∞) (â äàííîì ñëó÷àå F̂ (x) è

F (x) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñëó÷àíûå âåëè÷èíû).
4 Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ R µn èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè

(n, p) (p = P{xk < x} = F (x)), ïîýòîìó, ïî òåîðåìå Áåðíóëëè, P
{∣∣∣µn

n
− F (x)

∣∣∣ < ε
}
→

1, n →∞⇒ Fn
P−→ F, n →∞. ¥

Çàìå÷àíèå: âûáðàâ {zi}r+1
i=0 ∈ R: − ∞ = z0 < z1 < . . . < zr < zr+1 = ∞ è p̂k =

F̂n(zk+1)− F̂n(zk), ìîæíî ïîñòðîèòü ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îñíîâàíèÿìè íà îòðåçêàõ [zk, zk+1] è
âûñîòîé p̂k; òîãäà ïîëó÷èì ãèñòîãðàììó ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû; ñàìè ïðÿìîóãîëüíèêè çàäàþò ïîëèãîí ÷àñòîò, ãðàíèöà êîòîðîãî ïðèáëèæ¼ííî
îïèñûâàåò ãðàôèê p(x) � ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ èçìåðÿåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Îïðåäåëåíèå: ÷èñëà aν =
1

n
·

n∑
k=1

xν
k íàçûâàþòñÿ âûáîðî÷íûìè ìîìåíòàìè, à mν =

1

n
·

n∑
k=1

(xi − x̄)2 � öåíòðàëüíûìè âûáîðî÷íûìè ìîìåíòàìè (x̄ = a1 =
1

n
·

n∑
k=1

xk). Ìîìåíòû
ðàñïðåäåë¼ííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îáîçíà÷àþòñÿ êàê αν = Mξν , µν = M(ξ −Mξ)ν .
Î÷åâèäíî, ÷òî âûáîðî÷íûå ìîìåíòû òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Ïðèìåð: ðàññ÷èòàåì íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè a1 è m2. Mx̄ =
1

n
·

n∑
k=1

Mξ = α1, Dx̄ =

1

n2
·

n∑
k=1

Dξ =
µ2

n
. Ïóñòü yk = xk −Mxk; òîãäà m2 =

1

n
·

n∑
k=1

(yk − ȳ)2 =
1

n
·

n∑
k=1

y2
k − ȳ2 (Mx̄ =

Mxk ⇒ Mȳ = x̄−Mx̄;
2

n
·

n∑
k=1

ykȳ =
1

n
· (x̄−Mx̄)

n∑
k=1

yk = 2ȳ2) ⇒ Mm2 =
1

n
·

n∑
k=1

µ2 −M(x̄−

Mx̄)2 = µ2 −Dx̄ = µ2

(
1− 1

n

)
.

Îïðåäåëåíèå: ξ0, ξ1, . . . ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ñòàíäàðòíîå
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå; òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ2

n = ξ2
1+. . .+ξ2

n èìååò ðàñïðåäåëåíèå
õè-êâàäðàò ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, à τn =

ξ0

√
n

χ2
n

� ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû.

Òåîðåìà 2 (Ôèøåðà � áåç äîêàçàòåëüñòâà): x1, . . . xn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, èìåþùèå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (a, σ); òîãäà x̄ è m2 íåçàâèñèìû,
ïðè÷¼ì x̄ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (a,

σ√
n

), à nm2

σ2
� ðàñïðåäåëåíèå

õè-êâàäðàò ñ n− 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Ñëåäñòâèå: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x̄− a√

m2

√
n− 1 èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n− 1

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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4 x̄− a√
m2

√
n− 1 =

√
n− 1 ·

x̄− a
σ√
n√

nm2

σ

, íî, ïî òåîðåìå Ôèøåðà, x̄− a
σ√
n

èìååò ñòàíäàðòíîå

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à
(√

nm2

σ

)2

� ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ n − 1 ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû. ¥

4.2. Òî÷å÷íûå è èíòåðâàëüíûå îöåíêè.
Îïðåäåëåíèå: ñòàòèñòèêîé íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ âûáîðêè. Òî÷å÷íàÿ îöåíêà

ïàðàìåòðà θ � ôóíêöèÿ θ̂n(x1, . . . xn), ãäå (x1, . . . xn) � âûáîðêà. Òî÷å÷íàÿ îöåíêà íàçûâàåòñÿ
íåñìåù¼ííîé, åñëè Mθ̂n = θ è ñîñòîÿòåëüíîé, åñëè θ̂n

P−→ θ, n →∞.
Îïðåäåëåíèå: èíòåðâàëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè θ(x1, . . . xn) è

θ(x1, . . . xn): ∀ (x1, . . . xn) θ(x1, . . . xn) < θ. Åñëè P{θ(x1, . . . xn) < θ < θ(x1, . . . xn)} = 1− 2α,
òî [θ, θ] íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíûìè èíòåðâàëîì äëÿ θ, ñîîòâåòñòâóþùèì äîâåðèòåëüíîé
âåðîÿòíîñòè 1− 2α.

Ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ îöåíîê:
1. Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäáîð (êðèòåðèåì ïðàâèëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ áëèçîñòü aν è αν).
2. Ïî íàèáîëüøåìó ïðàâäîïîäîáèþ: ââåä¼ì ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ L(x1, . . . xn, θ) =

px1(x1, θ) · . . . · pxn(xn, θ); îöåíêà äëÿ θ âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå ôóíêöèè L áûëî
ìàêñèìàëüíûì, òî åñòü èç óðàâíåíèÿ ∂L

∂θ
= 0 (èëè ∂ ln L

∂θ
= 0).

3. Ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ χ2: ïðè îöåíêå s ïàðàìåòðîâ (θ1, . . . θs) ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷è-
íû

n∑
k=1

xk − npk(θ1, . . . θs)

npk(θ1, . . . θs)
áëèçêî ê χ2

n+s−1; çíàÿ ýòî, ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèè pk(θ1, . . . θs)

(k = 1, n), à ñ èõ ïîìîùüþ � òî÷å÷íûå îöåíêè äëÿ θ1, . . . θs.
Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:
1. Îöåíêà a ïðè èçâåñòíîì σ: ïî òåîðåìå Ôèøåðà x̄− a

σ√
n

èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå, òî åñòü ∃ uα > 0: P

{∣∣∣∣∣
x̄− a

σ√
n

∣∣∣∣∣ < uα

}
= 1 − 2α, uα îïðåäåëÿåòñÿ èç

óðàâíåíèÿ 1√
2π

·
+∞∫
uα

e−
x2

2 dx = α ⇒ P

{
x̄− uα · σ√

n
< a < x̄ + uα · σ√

n

}
= 1 − 2α, òî åñòü

[
x̄− uα · σ√

n
, x̄ + uα · σ√

n

]
� äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ a.

2. Îöåíêà äëÿ a ïðè íåèçâåñòíîì σ: ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Ôèøåðà τn−1 =
x̄− a√

m2

√
n− 1 èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n− 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû; çíà÷èò, ∃ tα,n−1:

= P{|τn−1| < tα,n−1} = 1−2α, ïîýòîìó P

{
x̄− tα,n−1 ·

√
m2

n− 1
< a < x̄ + tα,n−1 ·

√
m2

n− 1

}
=

1− 2α.
3. Îöåíêà äëÿ σ ïðè èçâåñòíîì a: S2 =

n∑
k=1

(xk − a)2 ⇒ S2

σ2
èìååò ðàñïðåäåëåíèå õè-

êâàäðàò ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. ∀ α ∈ [0,
1

2
] ∃ χα,n: P{χ2

n > χ2
α,n} = α ⇒

P

{
χ2

1−α,n <
S2

σ2
< χ2

α,n

}
= 1− 2α ⇒ P

{
S

χα,n

< σ <
S

χ1−α,n

}
= 1− 2α.
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4. Îöåíêà äëÿ σ ïðè íåèçâåñòíîì a: ïî òåîðåìå Ôèøåðà nm2

σ2
èìååò ðàñïðåäåëåíèå

õè-êâàäðàò ñ n − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, òî åñòü P
{

χ2
1−α,n−1 <

nm2

σ2
< χ2

α,n−1

}
= 1 − 2α ⇒

P

{√
nm2

χα,n−1

< σ <

√
nm2

χ1−α,n−1

}
= 1− 2α.

5. Ñðàâíåíèå âûáîðîê : (x11, . . . xn1), (x12, . . . xn2) � íåçàâèñèìûå âûáîðêè; x̄i =
1

ni

·
ni∑

k=1

xki, m2i =
1

ni

·
ni∑

k=1

(xki−x̄i)
2 (i = 1, 2); òîãäà, ïî òåîðåìå Ôèøåðà, χ2

n1+n2−2 =
n1m21 + n2m22

σ2

èìååò ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ n1 + n2 − 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

τn1+n2−2 =

x̄1 − x̄2 − (a1 − a2)√
σ2

n1
+ σ2

n2√
n1m21 + n2m22

(n1 + n2 − 2)σ2

=
(x̄1 − x̄2 − (a1 − a2))

√
n1n2(n1 + n2 − 2)√

(n1m21 + n2m22)(n1 + n2)
⇒

P{x̄1 − x̄2 − tα,n1+n2−2 ·
√

(n1m21 + n2m22)(n1 + n2)

n1n2(n1 + n2 − 2)
< |a1 − a2| <

< x̄1 − x̄2 + tα,n1+n2−2 ·
√

(n1m21 + n2m22)(n1 + n2)

n1n2(n1 + n2 − 2)
} = 1− 2α.

Îïðåäåëèâ äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, ìîæíî ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå î ïðèíàäëåæíîñòè
äâóõ âûáîðîê ê îäíîé è òîé æå èëè ðàçíûì ãåíåðàëüíûì ñîâîêóïíîñòÿì.

Çàìå÷àíèå: åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x1, . . . xn ðàñïðåäåëåíû òàê, ÷òî èìåþò äèñ-
ïåðñèþ (Mxk = a, Dxk = σ2), òî, ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, ðàñïðåäå-
ëåíèå x̄− a

σ√
n

áëèçêî ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ïðè áîëüøèõ n. Ýòî ïîçâîëÿåò îöåíè-

âàòü a è σ ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ ôîðìóë. Íàïðèìåð, äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
P

{
µn

n
− uα · σn√

n
< p <

µn

n
+ uα · σn√

n

}
→ 1 − 2α, n → ∞, ãäå σ2

n � ëþáàÿ ñîñòîÿòåëüíàÿ
îöåíêà σ2.

4.3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåç.
1. Ñ ïîìîùüþ èíòåðâàëüíûõ îöåíîê : ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî

ñ ïàðàìåòðàìè (a, σ); ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî Mξ = a0; èç 4.2

P

{
|x̄− a0| > tα,n−1 ·

√
m2

n− 1

}
= 2α.

Åñëè, ñîãëàñíî èçìåðåíèÿì, |x̄ − a0| > tα,n−1 ·
√

m2

n− 1
, òî ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ; â ýòîì

ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü îòêàçà îò âåðíîé ãèïîòåçû ðàâíà 2α.
2. Êðèòåðèé õè-êâàäðàò: ãèïîòåçà óòâåðæäàåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà xk èìååò ôóíê-

öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà z1, . . . xr: z1 < . . . < zr. Åñëè ãèïî-
òåçà âåðíà, òî pl = P{xk ∈ [zl, zl+1)} = F (zl+1)−F (zl). Ïóñòü ml � ÷èñëî ðåçóëüòàòîâ ýêñïå-
ðèìåíòà, ïîïàâøèõ â îòðåçîê [zl, zl+1); â ñëó÷àå âåðíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ Mml = npl; ìåðîé
ðàñõîæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ηn,r =

r+1∑
i=1

(mi − npi)
2

npi

, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé áëèçêî ê ðàñïðåäåëå-
íèþ õè-êâàäðàò ñ r ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïîýòîìó P{ηn,r < C} → P{χ2

r < C}, n →∞, ãäå C
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îïðåäåëÿåòñÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ, êîòîðàÿ ðàâíà âåðîÿòíîñòè îòêàçà îò âåðíîé
ãèïîòåçû.

3. Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà:
Òåîðåìà 1 (Êîëìîãîðîâà � áåç äîêàçàòåëüñòâà):

P

{√
n · sup

x∈R
|F̂n(x)− F (x)| < z

}
→ K(z), n →∞, ãäå

K(z) =





0, z ≤ 0
+∞∑

k=−∞
(−1)ke−2k2z2

, z > 0.

Òåîðåìà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü zα: 1−K(zα) = α; òîãäà

P

{
F̂n(x)− zα√

n
< F (x) < F̂n(x) +

zα√
n

}
→ 1− α, n →∞.

Îïðåäåëåíèå: ñòàòèñòèêîé êðèòåðèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé îïðå-
äåëÿåò ïðèíÿòèå ãèïîòåçû èëè îòêàç îò íå¼ (íàïðèìåð, ηn,r äëÿ êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò).
Êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ íàçûâàåòñÿ îáëàñòü Rn, â êîòîðîé ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ ïðåâûøà-
åò âåëè÷èíó, çàäàííóþ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå: ãèïîòåçà H ïðîñòà, åñëè îíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå
âûáîðêè, è ñëîæíà â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå: ïóñòü H0, H1 � ïðîñòûå êîíêóðèðóþùèå ãèïîòåçû; S � êðèòè÷åñêàÿ
îáëàñòü. Îøèáêîé ïåðâîãî ðîäà α = P0{x ∈ S} íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü îòâåðãíóòü ãèïî-
òåçó H0 â òîì, ñëó÷àå, êîãäà îíà âåðíà; îøèáêîé âòîðîãî ðîäà β = P1{x 6∈ S} íàçûâàåòñÿ
âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòü ãèïîòåçó H0 â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà ëîæíà. ×èñëî 1 − β íàçûâàþò
ìîùíîñòüþ êðèòåðèÿ.

Òåîðåìà 2 (êðèòåðèé Íåéìàíà-Ïèðñîíà � áåç äîêàçàòåëüñòâà): ïóñòü ãèïîòåçû H0 è H1

çàäàþò ôóíêöèè p0(
−→x ) è p+1(−→x ); Sc = {−→x |p1(

−→x ) ≥ cp0(
−→x )}. Ïóñòü ∀ α ∈ [0; 1] ∃ c: P0{−→x ∈

Sc} = α; òîãäà íàèáîëåå ìîùíûì (ïðè ôèêñèðîâàííîì α) ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé, îïðåäåëÿå-
ìûé îáëàñòüþ Sc.

4.4. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Ïóñòü çàäàí íàáîð ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé (òî÷åê) (x1, y1), . . . (xn, yn), êîòîðûé òðåáóåò-

ñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü (ïðèáëèçèòü) ëèíåéíîé ôóíêöèåé y = ax + b, ïðè÷¼ì ∀ i = 1, n yi =
axi + b + δi, ãäå δi íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (0, σ). Âîñïîëü-
çóåìñÿ êðèòåðèåì ïðàâäîïîäîáèÿ: L(y, a, b, σ2) =

1

(
√

2πσ)n
· exp

(
− 1

σ2

n∑
i=1

(yi − axi − bi)
2

)
.

Òîãäà

∂ ln L

∂a
=

1

σ2
·

n∑
i=1

xi(yi − axi − b) = 0,

∂ ln L

∂b
=

1

σ2
·

n∑
i=1

(yi − axi − b) = 0,

∂ ln L

∂(σ2)
= − n

σ2
+

1

2σ4
·

n∑
i=1

(yi − axi − b)2 = 0.
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Âûáåðåì xi:
n∑

i=1

xi = 0; â ýòîì ñëó÷àå

a∗ =

n∑
k=1

xiyi

n∑
i=1

x2
i

, b∗ =
1

n
·

n∑
i=1

yi, σ∗
2

=
1

n
·

n∑
i=1

(yi − a∗xi − b∗)2.

Ïîäñòàâëÿÿ yi = axi + b + δi, ïîëó÷èì

a∗ = a +

n∑
i=1

xiδi

n∑
i=1

x2
i

, b∗ = b +
1

n
·

i=1∑
n

δi ⇒ Ma∗ = a, Mb∗ = b,

òî åñòü ïîëó÷åííûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íåñìåù¼ííûìè.
Òîò æå ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Q(a, b) =

n∑
i=1

(yi −
axi−b)2, ïîýòîìó òàêîé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè íàçûâàþò ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
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